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Relativistic generalisation of the Lenz vector (1)

The non-relativistic motion of a particle in a central field with 1/r potential, e.g. the motion of
an electron in the Coulomb field of a charged nucleus at rest, is descrlbed by the equation of
motion (non-relativistic Kepler problem) m x” = o - x/r3, with & = ¢ e (product of the charges of
the central body e” and the electron e). From this equation of motion, three statements of con-
servation can be derived: in respect of the energy E, of the angular momentum L and of the Lenz
vector A=m {x’x L+ o x/r|. The geometric meaning of A is that of a vector pointing in the
direction of the perihelion of the particle orbits (conic sections).

It will be demonstrated that also at the reldtlwstlc Kepler problem, which is based on the
equation of motion m ( '/Vl (x'/¢)?)’ =2+ x/r} an analogous Lenz vector exists. It represents a
quantity of conservation — in the same way as the relativistic energy and the relativistic angular
momentum. For the transitional case — oo, where the relativistic problem turns into the non-
relativistic problem. the relativistic Lenz vector also turns into the non-relativistic Lenz vector.

The generalised (relativistic) Lenz vector has also a geometric meaning. Its direction coincides
with the oriented axis of symmetry of the orbits (rosettes, spirals, hyperbola-type curves etc. ).

The quantity of conservation A occupies a special position in respect of the quantities of con-
servation energy and angular momentum. Whereas the energy and the angular momentum cor-
respond with a symmetry of time and space, the Lenz quantity of conservation corresponds with

a symmetry of the orbits. The fact that the Lenz vector can relativistically be generalised touches

thereby on principal aspects.

1. Einleitung

Wir gehen aus von der Bewegungsgleichung des
nichtrelativistischen Kepler-Problems

mx”=1-—3x (1.1)

und denken dabei an die Bewegung eines Elektrons
(Masse m, Ladung ¢) im Coulomb-Feld eines ruhen-
den Kerns (Ladung des Zentralkdrpers e). Die
Konstante = e e ist das Produkt der Ladungen,
und es gilt

Anziehung
freies Teilchen
AbstoBung.

Ferner gilt: x" = (x;, x5.x3): Ortsvektor des Elek-
trons: x” = (0, 0, 0): Ortsvektor des Kerns: Zeitablei-
tung der Teilchenbahn x(7): x’ = dx/ds usw.; Ab-
stand des Elektrons vom Kern

r=a2,

x=0 fir (1.2)

Folge rr" = (xx’). (1.3)

Sonderdruckanforderungen an Dr. E. Kern, Schubertstr. 6,
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Aus der Bewegungsgleichung (1.1) folgen drei Er-
haltungsgrofen: die Energie E, der Drehimpuls L
und der Lenzsche Vektor A

1

E(x,x)=5mx?*+a/r, (1.4)

L(x,x') =mxxx’, (1.5)

A(x.X')=m~{x’xL+x~{}. (1.6)
. .

Die Bahnkurven x(7), d.h. die Losungen der Dgl.
(1.1), sind Kegelschnitte. Die Bahnebene, in der
auch der Lenzsche Vektor liegt, steht senkrecht auf
L. Die Richtung des Vektors A zeigt zum Perihel
der Kegelschnitte, worin seine anschauliche Bedeu-
tung liegt.

Die Erhaltungsgrofe 4 nimmt eine Sonderstel-
lung gegeniiber den beiden anderen Erhaltungsgro-
Ben E und L ein. Sie stellt ein spezifisches Bewe-
gungsintegral im Coulomb-Feld dar, was mit der
Entartung der Bewegung im 1//-Potential zusam-
menhingt (Periodizititseigenschaften der Losungen,
die z B. bei der Ellipse zu einer geschlossenen Bahn
fihren), siehe z. B. Landau u. Lifschitz [1]. Weiter-
hin 1aBt sich der Lenzsche Vektor — im Gegensatz
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zu den ErhaltungsgroBen £ und L — nicht aus den
zu (1.1) gehorigen Lagrange-Gleichungen aufgrund
des Noetherschen Theorems (in der engeren Fas-
sung des Theorems) ableiten, siehe z. B. Mittelstaedt
[2]. Das hédngt damit zusammen, daB der Erhal-
tungsgrofle A keine raum-zeitliche Symmetrie ent-
spricht.

Auf die gruppentheoretischen und quanten-
mechanischen Besonderheiten des Lenzschen Vek-
tors (1.6) gehen wir nicht nidher ein (zufillige Ent-
artung der Eigenwerte, dynamische Symmetrie). vgl.
dazu etwa Petraschen und Trifonow [3], Mitter [4],
Greiner [5].

Die Sonderstellung des Lenzschen Vektors legt
die Auffassung nahe, dal dieser Erhaltungsvektor
charakteristisch ist fiir die Bewegung im 1/r-Poten-
tial und auf andere Zentralbewegungen nicht verall-
gemeinert werden kann. Diese Auffassung ist nicht
richtig, siehe Fradkin [6]. Wir werden zeigen, daf}
auch fiir das relativistische Kepler-Problem, d.h.
fiir die Bewegungsgleichung

e 7
(x'/c)? T (1-7)

Sl

oder umgeformt
DU 1
mx”=)1-(x'/c)? 1% ’ {x__z (x x7) «\"}, (1.8)
r ¢

ein Erhaltungsvektor A (x, x’) existiert, der in enger
Analogie zum Lenzschen Vektor (1.6) steht, siehe
Tab. 1. Dieser relativistische Vektor A geht beim
Grenziibergang ¢ — oo (¢ Lichtgeschwindigkeit) in
den nichtrelativistischen Vektor (1.6) iiber und stellt
somit die relativistische Verallgemeinerung des Lenz-
schen Vektors dar.

Genau wie beim nichtrelativistischen Kepler-Pro-
blem (1.1) folgen demnach aus (1.7) oder (1.8) des
relativistischen Kepler-Problems drei Erhaltungs-

groflen. Zu der relativistischen Energie # und dem
relativistischen Drehimpuls L
£(x, X)) =m *——+a/r, 1.9
Vi-@7o? (x'/c)2 2
L(x.x) ks (1.10)
X, X' )=M —F— .
Y1—(x'/c)

tritt als dritte ErhaltungsgroBe der relativistische
Lenzsche Vektor A (x, x”) hinzu. Seine Richtung fallt
mit der (orientierten) Symmetrieachse der relativi-
stischen Bahnkurven x (7) zusammen.

Demnach haben wir folgende Situation: Den Er-
haltungsgrofen Energie und Drehimpuls entspricht
eine Symmetrie der Zeit (Homogenitdt) und des
Raumes (Isotropie). Demgegeniiber entspricht der
Lenzschen ErhaltungsgroBe eine Symmetrie der
Bahnkurven (Spiegelsymmetrie beziiglich einer
Achse).

Man kann eine engere Analogie zwischen der
nichtrelativistischen Bewegungsgleichung (1.1) und
der relativistischen Bewegungsgleichung (1.7) bzw.
(1.8) herstellen, indem man vom Parameter ¢ (Zeit)
zum Parameter 7 (Eigenzeit) tibergeht. Der Zusam-
menhang zwischen ¢ und t wird durch die Glei-
chung

dr=V1-(x'/c)? dr (1.11)
vermittelt. Damit bekommen die Erhaltungsgrof3en
(1.9) und (1.10) die Form

gx,x)y=mc*) 1+ (x/c)* +a/r,

Lx,x)=mxxx

(1.12)
(1.13)

und (1.7), (1.8) gehen iber in die relativistische Be-
wegungsgleichung

. 1 [/ 1 5 1}
mi=—=i{Fa—5—o°—p
m c* r? T

(1.14)

mit x= dx/dz usw. Man kann also das durch (1.14)
charakterisierte relativistische Kepler-Problem auf-
fassen als verallgemeinertes Zentralkraftproblem.
Wihrend beim nichtrelativistischen Problem (1.1)
die Zentralkraft den Betrag |« - 1/r? hat, tritt beim
relativistischen Problem noch ein 1//3-Term hinzu.
Im folgenden werden wir allerdings von der Eigen-
zeitformulierung keinen Gebrauch machen.

Ausgangspunkt der folgenden Uberlegungen ist
einerseits die nichtrelativistische Bewegungsglei-
chung (1.1) und andererseits die relativistische Be-
wegungsgleichung (1.8) mit den zugehorigen Losun-
gen (Bahnkurven) x (7).

Wir benotigen insbesondere eine detaillierte
Kenntnis der relativistischen Bahnkurven (Rosetten,
Spiralen, hyperbelahnliche Kurven usw.). Soweit er-
sichtlich, findet man hieriiber in der Literatur nur
sparliche, fiir unsere Zwecke nicht ausreichende An-
gaben. Aus diesem Grunde wird in Teil II das voll-
staindige Losungssystem der relativistischen Bewe-
gungsgleichung zusammengestellt und diskutiert.
Dort wird auch eine Reihe von Beziehungen her-
geleitet, die bisher anscheinend noch nicht verof-
fentlicht wurden.
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Im folgenden werden die Abschn. 1 bis 12 aus
Teil II mit IL1 ... I1.12 und die Tab. 1 bis 4 aus
Teil Il mit Tab. II.1 ... Tab. I1.4 zitiert.

2. Der nichtrelativistische Lenzsche Vektor

Wir diskutieren zunichst den nichtrelativistischen
Lenzschen Vektor A, (1.6), im Hinblick auf das Ziel,
diesen relativistisch zu verallgemeinern. Das ge-
schieht in drei Schritten.

Erster Schritt. Fir den Betrag von A
— 2.1
Ao Ti Q.1
erhdlt man unter Verwendung von (1.4), (1.5) einen
Zusammenhang zwischen A und L, E

A=Vl m*+ P m-2E .

(2.2)
L ist der Betrag des Drehimpulses L:
L=VLlP=mVx*x?=(xx)?

=mr V;’ﬁ (2.3)

Aus (2.2) ist ersichtlich, daB der zuldssige Werte-
bereich von L, E derart eingeschrankt werden mufB,
daB der Wurzelradikand positiv oder Null bleibt.
Das ist aber bereits durch die Bewegungsgleichung
(1.1) garantiert. Naheres hierzu im Abschnitt IL 1.

Es gibt zwei Fille, in denen A4 =0 wird. Erstens
fir E=-(m/2) (2/L)*> (Kreisbahn), zweitens fiir
x=L =0 (freies Teilchen auf einer Zentralbahn
oder in Ruhe). In diesen Fillen wird A = 0, und der
Lenzsche Vektor verliert seine Bedeutung als Vektor
mit zeitlich konstanter Richtung.

Der konstante Betrag von A ist proportional zur
Exzentrizitit V1+L*2E/x*m der Kegelschnitt-
losungen x (7), was ithm eine gewisse Anschaulich-
keit verleiht. Jedoch ist zu beachten, dafl der Betrag
des Lenzschen Vektors — neben den Erhaltungsgro-
Ben L und E — keine neue Erhaltungsgrofle dar-
stellt. Daher ist es sinnvoll, neben dem Vektor A den
Lenzschen Einheitsvektor

A=A/A (2.4)
einzufiihren.
Zweiter Schritt. Wir formen A, (1.6), um. indem wir

von den Beziehungen (1.3)., (1.5) und (2.3) Ge-
brauch machen:

o 1 1 it
A=[L' +1m-—}x—’—‘mLx.\'. 2.5)

5
re r 4

Den Vektor L ersetzen wir durch den Einheitsvektor
des Drehimpulses

xxx’
I=L/L= (2.6)

2

(xxx)

und gehen zum Lenzschen Einheitsvektor 4 tiber:

5 1
L —+oam
) r x rmlL x
A= §—— “lx—, 2.7
A r r
Die Gl. (2.7) gilt unter den Voraussetzungen
L+0 und 4 =0. (2.8)
Der Vektor 4 ist vom Typ
x X
A=p-——gq-Ix—. (2.9)
r T

Die Einheitsvektoren x/r und Ix x/r stehen aufein-
ander senkrecht. Wegen 4% =1 folgt

pPP+g=1. (2.10)

Wir konnen daher ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit einen Winkel § einfithren und (2.9) bzw.
(2.7) auf die Form bringen

. x X
Azcos()-j—51n0-1xj (2.11)

/ l

1 51
mit cos():X{L*—_ﬁLum;. (2.12)

/

1
sin9=—1Lm r. (2.13)
Ein Vergleich von (2.12) mit der fiir L # 0 giiltigen
normierten Bahngleichung

L*1/r=—=am+Acosb, (2.14)

die in Tab. 1.2 hergeleitet wird, zeigt, dall beide
Gleichungen identisch sind. Demnach konnen wir
den hier formal eingefiihrten Winkel # mit dem dort
eingefiihrten normierten Polarwinkel € identifizie-
ren.

Es muB noch geprift werden, ob das Vorzeichen
von sin ¢ konsistent ist mit dem Ausdruck fiir cos 6,
d.h. mit (2.12) und (2.14). Denn wir hitten ja in
(2.11) den Faktor sin ) auch durch — sin € ersetzen
konnen, was einer Ersetzung von 6 durch — 6 ent-
spricht.

Zur Nachpriifung differenzieren wir (2.14) nach
der Zeit

—L*F/r==Asinf- ¢ (2.19)
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und beriicksichtigen, daf3

0 = L 1—, (2.16)
m re

ist. Die Beziehung (2.16) ist eine Folge aus der De-
finition des Drehimpulses L in Polarkoordinaten r, 6
der Bahnebene und aus der Normierung von 6
0’ >0, vgl. Tabelle IL.2. Aus (2.15), (2.16) ergibt
sich die Darstellung (2.13) fiir sin 6, womit die Kon-
sistenz nachgewiesen ist. Das bedeutet, der mit
(2.12) und (2.13) eingefiihrte Winkel 6 ist identisch
mit dem normierten Polarwinkel 6.

Mit (2.11) haben wir die Darstellung des Lenz-
schen Einheitsvektors 4 auf eine Form gebracht, die
man, wie wir sehen werden, unverindert auf den
relativistischen Fall tbertragen kann. In der Form
(2.11) 1Bt sich die ErhaltungsgroBe 4 auch auf all-
gemeine Zentralpotentiale verallgemeinern, siehe [6].

Dritter Schritt. Die Darstellung (2.11) der Erhal-
tungsgroBe 4 (x, x’) enthdlt als einzige individuelle
GroBBe den normierten Polarwinkel 6 (x, x’). Es ist
diese Funktion € (x, x’), die sich unmittelbar re-
lativistisch verallgemeinern 1a8t. Man hiatte mit die-
ser Verallgemeinerung bereits eine relativistische
Erhaltungsgrofe 4 (x, x’) gewonnen, namlich den re-
lativistischen Lenzschen Einheitsvektor. Der Vektor
A ist aber nicht fiir alle Losungen x(z) der Bewe-
gungsgleichung definiert, sondern nur fiir die Lo-
sungen, die die einschrinkenden Bedingungen
L+0, A% 0, Gl (2.8), erfiillen. Diese Einschrin-
kung 146t sich aber leicht beseitigen.

Zu dem Zweck definieren wir den Lenzschen
Vektor A = A - 4 folgendermaBen:

x x
A=A4- cos()-:—smO-Ix;. (2.17)

Man macht sich leicht klar, wenn man (2.13) bis
(2.5) zuriickverfolgt, daB3 dieser Vektor A auch fir
L=0 und 4=0 wohldefiniert ist. Mit anderen
Worten, dieser Vektor A (x, x’) ist eine generelle Er-
haltungsgroBe fiir die vorgegebene nichtrelativi-
stische Bewegungsgleichung (1.1).

3. Der relativistische Lenzsche Vektor

Wir definieren den relativistischen Lenzschen
Vektor A (x, x’) durch (2.17). I (x, x’) bedeutet jetzt
den relativistischen Einheitsvektor des Drehimpul-
ses, der unverdndert durch Gl. (2.6) gegeben ist. Die
relativistische Konstante 4 und den relativistischen

Winkel 0 (x, x’) iibernehmen wir aus dem Formel-
system, das in Teil II (Tab. II.1 und Tab. I1.2) herge-
leitet wird. Zwischen dem so definierten relativisti-
schen Lenzschen Vektor und dem in Abschnitt 2
diskutierten nichtrelativistischen Lenzschen Vektor
besteht eine enge Analogie, siehe Tabelle 1. Im fol-
genden werden wir beide Fille (das nichtrelativisti-
sche und das relativistische Problem) stets gemein-
sam behandeln.

Aus den Umformungen im Abschnitt 2 geht her-
vor, daf3 der in Tab. 1 definierte nichtrelativistische
Lenzsche Vektor A identisch ist mit dem Vektor

A(x,x’)=m~{x’><L+x-{}
=

(3.1)

in (1.6). Fir den relativistischen Vektor gibt es je-
doch keine zu (3.1) analoge Darstellung von A als
algebraische Funktion von x, x’. Das erkennt man
aus Tab. 1, indem man aus der Funktion 6 = o f (r)
die Funktionen cos 6 und sin 6 bildet und diese in
die Definitionsgl. (T 1.1) von A einsetzt.

Zur Definition des Winkels ¢ als Funktion von
x, x’ sind fiinf Bemerkungen zu machen.

Erstens: Den in Tab.Il.1 definierten Vorzeichen-
faktor o (') kann man als Funktion von x, x’ aus-
driicken, indem man von der Gl. (1.3) Gebrauch
macht. Man erhidlt die in Tab.1 angegebene Dar-
stellung von o (x, x’).

Zweitens: Im Abschnitt 1.2 wird der Winkel 6 als
normierter Polarwinkel eingefiihrt, namlich als Be-
standteil der Polarkoordinaten r, # in einer normier-
ten Bahnebene K. Der Lenzsche Vektor A, (T 1.1),
ist aber in einem beliebigen Koordinatensystem K
definiert, so daB3 eine neue Interpretation des Winkels
0 (,,Lenzscher Winkel*), die wir in Abschnitt 8 ge-
ben werden, erforderlich ist.

Drittens: Die Normierung des Winkels § bezieht sich
auf drer GroBen: auf die Integrationskonstante ¢
(Abschnitt I1.2), auf den Periodizititsparameter n
(Abschnitt II.3) und auf das Vorzeichen der Zeitab-
leitung 0" (Abschnitt I1.2).

Viertens: Abweichend von Tab. IL.2 ist in (T 1.6),
(T 1.7) der Tab. 1 die Konstante n (flir < 0) einge-
fihrt. Dies wird in Abschnitt I1.12 als Umnormie-
rung des Polarwinkels gedeutet.

Fiinftens: Um lbersichtliche Verhidltnisse zu be-
kommen, wurden in Tab. IL.2 fiir die Definition des
Winkels § die Fille A4=0 und L=0 ausgeschlossen.
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Tab. 1. Definition des Lenzschen Vektors A.

o S

Lenzscher Vektor A A(x,x’) =A-{cos - ~ sinf-Ix—{ mit r= sz (T 1.1
i r
Einheitsvektor des xxx!
Drehimpulses /= L/L l(x.x')= —— (T1.2)
V(x x x')- .

Vorzeichenfaktor o=+ 1 | ¢ (x, x’) = sign {(x x')} = (x x) /) (x x’)? (T1.3)
Fallunterscheidung nichtrelativistisches Problem relativistisches Problem

- P
Betrag A =}/ A2 A=Va2m*+L*m-2E A=V;mz+L2(mc)3-{(

’/2)“—1} (T1.4)

Lenzscher Winkel 6 (x,x") |fir 0=L<o und 20| FallA o /c<L<oo fir a+0
0=L<ow fir a=0
J 1 , [al? s
L-—+am L-—(—)}——+1m-
r 1 é r mc-
6= g - arc cos =0 —=—————"arcicos (T1.5)
4 V1=(/Le)? A
Fall B L= a|/c fir a%0
‘ o (me? 2a 1
Anziehung (z < 0) O=c- = |/ 1- r ) —7—+n
/3 3 r
flr S (T1.6)
mc2\V 2a 1
AbstoBung (x > 0) O=0c- |/ 1- =
& g r
FallC 0=L< al/c fir a=+0
’ { 2 \? ] 1 s ]
—| =L ——am
Anziehung (x < 0) 0=a : Arch = L o +7
1 =g |- .
1 V(x/Le)> =1 4 J
fiir 22 s \(TLT)
—) —L-}~—xm- =
1 l& 7 mc*
AbstofSung (% > 0) 6= — - Arch \—

Beide Beschriankungen heben wir jetzt auf (siehe
Tab. 1), damit der Lenzsche Vektor A4 (x, x’) fiir den
ganzen L-Bereich 0 = L < oc und fiir alle zuldssigen
Parameter o, L, E bzw. 2, L, # giiltig, d.h. generell
giiltig ist.

Die in Tab. | definierte Funktion 6 (x, x’) ist —
abgesehen von dem Fall (1) ,.Kreisbahn* (siehe un-
ten) — eindeutig fiir L = 0 bestimmt. Dabei ist zu
beachten, dafl fir die Funktionen arccosu und
Arch 1 jeweils die Hauptwerte zu nehmen sind. Fiir
L =0 folgen die Funktionswerte von 0 (x, x") aus
der fir L >0 geltenden Funktion 0 =0/ (r,a, L)
durch Grenziibergang L — 0 bei vorgegebenen
Wechselwirkungskonstanten %<0, 2=0, 2 >0.
Einzelheiten dazu in Abschnitt IL.11.

Wir diskutieren jetzt die Félle A=0 und L=0
und zeigen, daf3 der in Tab. 1 definierte Vektor A
auch dann eindeutig bestimmt ist, wenn der Win-
kel # und der Einheitsvektor / unbestimmt werden.
Dazu machen wir die Fallunterscheidungen:

Fall (1): A=0, L+0, 2*+0
Fall (2): A=0, L=0, =0
Fall 3): 4 +0, L=0, 2% 0.

Es gibt zwei Fille, in denen die Konstante A
(Tab. 1) gleich Null wird: Fall (1) ..Kreisbahn*
(Sonderfall 1im Bereich L +0, x < 0) und Fall (2)
.freies Teilchen auf einer Zentralbahn oder in
Ruhe™. Der Fall (3) gilt fiir ein wechselwirkendes
Teilchen auf einer Zentralbahn (mit A = % m).
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Beim Fall (1) wird 6 unbestimmt. In die Defini-
tion des Lenzschen Vektors A geht der Winkel € je-
doch nur in der Form cos # und sin # ein. Beide
Funktionen bleiben — auch bei Unbestimmtheit des
Winkels # — beschrankt. Bei den Fillen (2) und (3)
wird der Einheitsvektor / unbestimmt. Die Unbe-
stimmtheit bezieht sich auf die Richtung von [/,
nicht aber auf den Betrag, der endlich (ndmlich =1)
bleibt.

Nach diesen Vorbemerkungen 148t sich der Vek-
tor A fiir die Falle (1), (2), (3) explizit berechnen.

Fall (1) und (2): Es folgt in beiden Fillen unmit-
telbar A = 0.

Fall (3): Die Grenzwerte des Winkels 6 fiir L — 0,
o #* 0 folgen aus der nichtrelativistischen GI. (T 1.5)
und aus (T 1.7) des relativistischen Falles C. Beide
Grenzwerte (fiir das nichtrelativistische und das re-
lativistische Problem) stimmen iiberein:

()(L=0)={ fiir {zig

o'
0

Die Funktion @ (x, x’) ist fiir L =0 eine Konstante
(genauer gesagt, sie ist wegen des Vorzeichenfaktors
o (x,x’) =t 1 abschnittsweise konstant). Das folgt
aus der fir L =0 giiltigen Beziehung 0’ = 0, siehe
die spatere Gleichung (5.6).

Aus (3.2) erhdlt man gemdB (T 1.1), (T 1.4) fir
den Vektor A den Ausdruck

(3.2)

A=amx/r fir as0. (3.3)

Der Vektor (3.3) stimmt — wie es sein mufl — mit
dem nichtrelativistischen Vektor A gemidB3 (3.1)
iiberein, wenn man dort L = 0 setzt. Geht man zum
Lenzschen Einheitsvektor tiber, so folgt

x<0

i=Fx/r fi
X/F ur > 0.

(3.4)
Damit ist gezeigt, daBB auch fir die Fille (1), (2),
(3), der in Tab. 1 definierte Vektor A eindeutig be-
stimmt ist. Bemerkenswert ist, da3 der nichtrelati-
vistische und der relativistische Vektor A fiir L =0
libereinstimmen, obwohl das fiir L > 0 keineswegs
der Fall ist.

4. Der relativistische Lenzsche Vektor
als Verallgemeinerung des
nichtrelativistischen Lenzschen Vektors

In den Abschn. I1.10 und IL12 wird gezeigt, daf3
die in Tab. 1 definierte relativistische Funktion

0 (x, x’) stetig in die nichtrelativistische Funktion
0 (x, x") ubergeht, wenn man die Konstante ¢ nach
Unendlich gehen 148t. Das gilt fiir alle aufgrund der
Bewegungsgleichung (1.1) bzw. (1.8) zugelassenen
Parameter 2, L, E bzw. «, L, 4. Vor dem Grenz-
iibergang ¢ — oc hat man die relativistische Ener-
gie # durch die relativistische Energie E=£— m c?
zZu ersetzen.

Aus (T 1.1) folgt, daB demnach auch der relati-
vistische Vektor A fiir ¢ — oo stetig in den nicht-
relativistischen Vektor A libergeht. Wenn man noch
beriicksichtigt, daf3 der Vektor A (x, x’) eine Erhal-
tungsgrofe ist (siche Abschn. 5), kann man feststel-
len: Der in Tab. I definierte relativistische Vektor
A (x, x’) ist die kompendiose Verallgemeinerung des
durch die GIl. (3.1) vorgegebenen nichtrelativisti-
schen Lenzschen Vektors A (x, x’). Die Verallgemei-
nerung ist, wie aus der Herleitung hervorgeht, ein-
deutig.

Wir machen noch eine Bemerkung zu dem addi-
tiven Zusatzterm ¢ 7=t 7, der in (T 1.6), (T 1.7)
bei den Fillen B und C fiir < 0 auftritt. Der Zu-
satzterm ist allein deshalb erforderlich, damit auch
fir L=0, 2 <0 (Anziehung) der relativistische
Vektor A beim Grenziibergang ¢ — o« in den vor-
gegebenen nichtrelativistischen Vektor A =— o m
- x/r, (3.3), Ubergeht. Ohne den Zusatzterm wiirden
(3.2). (3.3), (3,4) fur das relativistische Problem
lauten:

0 (L=0)=0, fir as0, (4.1)
A= m“’E fir =0, 4%
i =xir fir S0,  (43)

Wie man sieht, bewirkt der Zusatzterm weiter
nichts, als daB der relativistische Vektor A bzw. 4
flr 2 < 0 sein Vorzeichen wechselt.

Erginzend sei angemerkt, da im vorliegenden
Fall (L=0, xs=0) die relativistischen Grofen
0 (L=0), A und 4 unabhingig von ¢ sind, so daf}
sich ihre Werte beim Grenziibergang ¢ — oo nicht
andern. Weiterhin ist anzumerken, dafl der Zusatz-
term o¢-7n=* 7 nicht nur beim Fall C, sondern
auch beim Fall B eingefiihrt wurde, obwohl der
Fall B keinen Einfluf3 auf den Grenzwert 6 (L = 0)
bei 2 =0 hat. Damit wird erreicht, da3 der stetige
Zusammenhang der Félle B und C nicht verloren
geht. Einzelheiten iiber den Zusammenhang der re-
lativistischen Fille A, B, C findet man in Abschnitt
IL.7.
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5. Der Lenzsche Vektor als ErhaltungsgroBe

Wir berechnen die Zeitableitung von A (x, x’) und
zeigen, daf3 diese unter Beriicksichtigung der Bewe-
gungsgleichung (1.1) bzw. (1.8) verschwindet, daB
also der in Tab. 1 definierte Lenzsche Vektor A eine
ErhaltungsgroBe ist.

Zunichst die in Abschnitt 3 diskutierten Fille (1),
(2), (3). Fiir (1) und (2) folgt aus A = 0 unmittelbar
A" =0. Fir den Fall (3) mit L =0, « *+ 0 erhdlt man
aus (3.3) A’=om(x/r)’. Wegen L=0 gilt aber
x/r= const. Also folgt, wie behauptet, A’ = 0. Es ist
bemerkenswert, daB3 in diesem Fall der Erhaltungs-
satz A = const dasselbe aussagt wie der Erhaltungs-
satz L =const, nimlich x/r= const. Mit anderen
Worten: in diesem Falle ist der Lenzsche Vektor A
keine zusitzliche Erhaltungsgréf3e, die neben dem
Drehimpuls L (und der Energie E bzw. £) als unab-
hingige Erhaltungsgrofle auftritt. Darin kommt die
Sonderstellung des Drehimpulswertes L =0 zum
Ausdruck.

Fiir das Folgende setzen wir A4 # 0, L # 0 voraus.
Um die Zeitableitung von A, (T 1.1), zu berechnen,
leiten wir einige Hilfsformeln ab. Aus

m P _m x’
/ 3 xxx’ bzw. [ 3 X % VT—_/)): 5
giiltig fiir das nichtrelativistische bzw. fir das relati-
vistische Problem, folgt

IxZ="2 (f) bzw.
L

(5.1)

/ r

/ x_m 1 x\ 57
Xr_L’ ]/17;7[)’72 r (5-2)

Dabei haben wir die Beziehung (x/r) =x"/r—1r’
-x/r’ benutzt und S*=(x'/r)’ gesetzt. Aus (5.2)
folgt weiter (unter Beriicksichtigung von I’ = 0):

(5.3)

Unter Verwendung von (5.2), (5.3) erhidlt man dem-
nach fiir die Zeitableitung von A:

X X
/l’=/1-{sin()~—+cos()-lx—}
- )

/
L 1
'(‘ 0/+——3) (5.4)
mr

beim nichtrelativistischen Problem bzw.

x x
A’=A~{sin(9-—+cos€-lx—}
r

r

py L1y
(9+mr21ﬁﬂ) (5.5)
beim relativistischen Problem.

Wir zeigen jetzt, dal die rechtsstehende Klam-
mer in (5.4), (5.5) verschwindet, so da3, wie be-
hauptet, A" = 0 resultiert. Der springende Punkt ist,
dall die Zeitableitungen der in Tab. 1 definierten
Funktionen 6 (x, x’) die Eigenschaft haben:

o b . L1
0'=——= bzw. 0=——=V)1-4°

m r m r-

(5.6)

fiir das nichtrelativistische bzw. fiir das relativisti-
sche Problem.

Aus Tab. I1.2 ist ersichtlich, dal (5.6) gerade die
Differentialgleichungen zur Bestimmung des Win-
kels 6 (r, 7") sind. Wenn wir also das Formelsystem
von Teil II benutzen, bedarf die Giiltigkeit von (5.6)
keines separaten Beweises. Wir wollen uns jedoch
unabhingig machen von den in Teil II getroffenen
speziellen Festlegungen (Normierungen, Einschridn-
kungen usw.) tiber die Funktion 6 (x, x") sowie von
der Deutung der Grof3e ¢ als Polarkoordinate und
fassen die Definition des Lenzschen Vektors A (x, x”)
in Tab. I als Ansatz auf. Wir behaupten, aus diesem
Ansatz folgen — unter Berlicksichtigung der Bewe-
gungsgleichung (1.1) bzw. (1.8) — die Gleichungen
(5.6). Zum Beweis sind Fallunterscheidungen er-
forderlich.

Nichtrelativistisches Problem: Wir bilden die Zeit-
ableitung von @ (x, x’), sieche (T 1.5). Zunéchst ist
klar, dal die Zeitableitung des Vorzeichenfaktors
o (x.x’)= =1, GL (T 1.3). verschwindet. Man erhilt
0'=0o- e "Tl‘**'*s L2 L? v

VA' —(LA/¥ + oe.m)* F=

5.7

Fir die Wurzel gilt
Lr =Lm-ar,

als Folge aus der Bewegungsgl. (1.1), siehe Tab. IL.1,
(T 1.6). Also liefert (5.7)

0" = (L/m)/r.

wie behauptet.
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Relativistischer Fall A: Aus (T 1.5) folgt
1
VAZ— (IL>—= (a/c)? /r+am-&/m c?)?
2 PR, 1
- LY L~ (a/c)* - .
o
Fiir die Wurzel im Nenner gilt:
V =VL=(/c)* mar/)1-p42,

als Folge aus der Bewegungsgl. (1.8), siehe Tab. II.1,
(T 1.6). Also liefert (5.8)

o =y1-p> - (L/m)/r?,

wie behauptet.

0=0c-

(5.8)

Relativistischer Fall B: Aus (T 1.6) folgt
- |

0=+o-
£ \? £ o1
7) T1m2—5 —5 —
mc¢ mc- mcec* r

x 1
— . (5.9)

mc

Fiir die Wurzel gilt
V =(/eyar/V1-p2,

als Folge aus der Bewegungsgl. (1.8), siehe Tab. IL.1,
GI. (T 1.7). Also liefert (5.9)

r=-7 2Ly .

mcr-

Beim Fall Bgilt L =
0 =V1-p (L/m)/r?,

(5.10)

o /c =7 a/c. Es folgt

wie behauptet.

Relativistischer Fall C: Aus (T 1.7) folgt

1
=g
V((@/e) = L2 /r—am £/m c?)? — A*

’

SR
LY (/c)* = L? =7 (5.11)

Fiir die Wurzel im Nenner gilt:
V =V@/e) =L2mar/V1-p%,

als Folge aus der Bewegungsgl. (1.8), siehe Tab. IL.1,
(T 1.8). Also liefert (5.11)

0’ =V1- > (Lim)/r?,

wie behauptet.

6. Der relativistische Lenzsche Vektor
bei der Rosettenbahn

Die Eigenschaft des in Tab.1 definierten Lenz-
schen Vektors A, eine Erhaltungsgroe zu sein, be-
deutet, dall A (x, x’) zeitlich konstant ist, wenn eine
vorgegebene Bahnkurve x(z) durchlaufen wird.
Diese Aussage bedarf einer Prizisierung, wenn es
sich um die Rosettenbahn handelt, die beim relati-
vistischen Fall A im Energiebereich (1) fir 2 <0
(Anziehung) auftritt, sieche Tabelle I.3. In Abb. 1 ist
eine derartige Rosettenbahn, die zwischen zwei Peri-
helen nur einen Umlauf um das Zentrum aufweist,
dargestellt. Im allgemeinen gibt ®s zwischen zwei
Perihelen endlich viele Umldufe um das Zentrum.

Der Wertebereich des in (T1.5) auftretenden
.Lenzschen Winkels*“# ist per Definition be-
schrinkt:

—a/Y1-=(@/Lce)f =0=a/Y1—-(a/Lc)>.  (6.1)
Das hat folgende Konsequenz: Nehmen wir an, wir
starten im Bahnpunkt x () zur Zeit ¢, siche Abbil-
dung 1. Der zugehorige Lenzsche Vektor A ist in
Abb.1 mit A, bezeichnet. Er zeigt zum Perihel Py
(auf dem Kreis mit dem Radius rn;,). Kommt man
zum Aphel 4, (auf dem Kreis mit dem Radius
Fmax), SO befindet man sich an der oberen Grenze
0=n/)1—(a/Lc)® des zulissigen Wertebereichs
fir den Lenzschen Winkel. Die untere Grenze

6=—n/)1—(a/Lc)* liegt beim Aphel 4,. Zu die-

Abb. 1. Bahnabschnitte der Rosettenbahn mit dem jeweils
zugehorigen Lenzschen Vektor 4.
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sem Bahnabschnitt 4y Py 4, (in Abb. 1 punktiert ge-
zeichnet) gehort der zeitlich konstante Vektor A,.

Uberschreitet man den Bahnpunkt 4, so springt
der Lenzsche Winkel 6 von 7/} 1— (2/Lc)* auf den
Wert — /) 1—(a/L ¢)?. Zu dem anschlieBenden
Bahnabschnitt 4, Py 4, (in Abb.1 gestrichelt ge-
zeichnet) gehort der Lenzsche Vektor A,, der zum
Perihel P, zeigt. Das folgt aus den Definitionsglei-
chungen des relativistischen Vektors A in Tabelle 1.
Die Wirkung des Lenzschen Winkels ¢ auf den
Bahnvektor x wird in Abb. 2 veranschaulicht.

Wir haben also folgende Situation: Es gibt zu
einer vorgegebenen Rosettenbahn x () unendlich
viele Lenzsche Vektoren A, mit n=0, =,1, £ 2, ...
deren Richtungen zu den Periheln P, zeigen. Der
Winkelabstand zwischen zwei benachbarten Vekto-
ren (bzw. Perihelen) betrigt

A0=2n/Y 1—(a/Lc)*. (6.2)

Sofern die Wurzel eine rationale Zahl (< 1) ist, gibt
es nur endlich viele Vektoren (bzw. Perihele), und
es liegt eine geschlossene Rosettenbahn vor.

Innerhalb der Bahnabschnitte A4, P, A, ist der
zugehorige Vektor A, zeitlich konstant. Im Falle der
Rosettenbahn ist also der in Tab. 1 definierte relati-
vistische Lenzsche Vektor A abschnittsweise zeitlich
konstant, und er ist abschnittsweise eindeutig be-
stimmt.

Eine Ausnahme machen die Orte der Aphele 4,.
Diesen Bahnpunkten sind jeweils zwei Vektoren
A,—, und A, zugeordnet. Aber auch hier 1Bt sich
Eindeutigkeit herstellen, indem man den zuldssigen
Wertebereich (6.1) des Lenzschen Winkels per Defi-
nition auf den Wertebereich
—n/Y1=(a/Lc)* =< n/V1—(a/Lc) (6.3)
begrenzt. Dann gehort zum Aphel A4, nur der eine
Vektor A4,,.

Im folgenden Abschn. 7 werden wir zeigen, dafl —
aufler der Rosettenbahn — alle anderen Bahnkurven,
sowohl die relativistischen als auch die nichtrelati-
vistischen, einen Lenzschen Vektor A besitzen, der
jeweils der gesamten Bahn zugeordnet ist (wihrend
der Vektor A bei der Rosettenbahn jeweils einem
Bahnabschnitt eindeutig zugeordnet ist).

7. Der Lenzsche Vektor als Symmetrieachse
der Bahnkurven

Um die geometrische Bedeutung des Lenzschen
Vektors A zu untersuchen. missen wir den Fall

A =0 ausschlieBen. Das bedeutet den Ausschluf3
der trivialen Sonderfdlle (1) ,.Kreisbahn* (im Be-
reich L#0, 2<0) und (2) .(freies Teilchen auf
einer Zentralbahn oder in Ruhe™ (L =0, 2 = 0), vgl.
Abschnitt 3. Wir konnen dann zum Lenzschen Ein-
heitsvektor

x ) x
}t=cos()'—.—sm0~1x—‘ (7oL)

4 I
libergehen und diesen diskutieren. Wir werden zei-
gen, da der Vektor 4 die Richtung der (orientier-
ten) Symmetrieachse der jeweils vorgegebenen
Bahnkurve x (7) hat.
Fir L =0 (Zentralbahn) wurde 4 bereits berech-
net, siehe Fall (3), Gl. (3.4):

X x<0
A=+- fir

7.
F x>0 k)

giiltig sowohl fiir das nichtrelativistische als auch
fir das relativistische Problem. Der Lenzsche Vek-
tor fallt also mit der Bahngeraden, die man zugleich
als Symmetrieachse der Bahnkurve auffassen kann,
zusammen. Die Gin. (7.2) sind Grenzfille (fir
L — 0) von (7.4) fir . < 0 und (7.3) fir o > 0.

Fir L >0 werden die Symmetrieeigenschaften
der Bahnkurven im Abschnitt I1.6 diskutiert. Die
Bahnkurven besitzen siamtlich eine Symmetrieachse.
Diese (zu 0 =0 gehorenden) Symmetrieachsen lie-
gen alle auf ein und derselben Geraden. Sie stimmt
mit der x)-Achse der normierten Bahnebene KN
liberein.

Die Untersuchungen im Abschnitt 11.6 beziehen
sich auf eine normierte Lage der Bahnkurven x™ (7)
in der Ebene KN. Geht man von dem speziellen Ko-
ordinatensystem K™ zu einem allgemeinen Koordi-
natensystem K tber, das (7.1) zugrunde liegt, so
liegen die Symmetrieachsen der einzelnen Bahnkur-
ven x (1) keineswegs mehr alle auf ein und dersel-
ben Geraden. Um die Ergebnisse des Abschnitts
I1.6 anwenden zu kdnnen, machen wir von der Tat-
sache Gebrauch, daB der durch (7.1) definierte
Vektor 4 fiir alle Punkte einer Bahn x (7) und fiir die
zugehorigen Winkel 6 (z) zeitlich konstant ist. Zur
Berechnung von 4 geniigt es also, einen beliebigen
(passend gewdhlten) Bahnpunkt x und den zugeho-
rigen Winkel 6 in (7.1) einzusetzen.

Wir beginnen mit dem nichtrelativistischen Pro-
blem und dem relativistischen Fall A. Samtliche
Bahnkurven (Tab. I1.3) besitzen ein Perihel r = ry;,
bei (/= 0. Der gleiche Zusammenhang zwischen die-
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sen speziellen Werten » und 6 folgt auch aus den
GlIn. (T 1.5), die dem Lenzschen Vektor A zugrunde
liegen. Demnach liefert (7.1) die Darstellung

. X
A=|- §
r I'= Imin

Der Lenzsche Vektor zeigt also in Richtung der
Symmetrieachse zum Perihel dieser Bahnkurven.
Eine Ausnahme bildet der Grenzfall ,,Kreisbahn®,
fir den kein ausgezeichnetes Perihel existiert. In
diesem Falle wird die Richtung 4 unbestimmt, weil
der Winkel # unbestimmt wird (denn es gibt in
diesem Fall unendlich viele Symmetrieachsen).

Bei der Rosettenbahn, die unendlich viele (oder
im Sonderfall endlich viele) diskrete Perihele — und
unendlich viele (bzw. endlich viele) diskrete Sym-
metrieachsen — besitzt, zeigt der relativistische Vek-
tor (7.3) in die Richtung dieser Symmetrieachsen.
Berechnet man den Lenzschen Vektor 4 aufgrund
von Anfangswerten x® x’* zur Zeit * und be-
schrinkt man sich auf den zugehorigen Bahnab-
schnitt x (r), vgl. Abb. 1, so weist 4 in die Richtung
des dem Bahnpunkt x* benachbarten Perihels. In
diesem Falle gibt es nur einen Wert 4 und nur eine
zugehorige Symmmetrieachse.

Es bleiben noch die relativistischen Félle B und C
(Tab. I1.4). Fiir den Fall « > 0 (AbstoBung) besitzt
die hyperbeldhnliche Bahnkurve ebenfalls ein Pe-
rihel r=ry;, bei 6=0, und es gilt wieder die Be-
ziehung (7.3). Fiir den Fall o < 0 (Anziehung) sind
drei Energiebereiche zu unterscheiden. Im Energie-
bereich (1) besitzt die geschlossene Spirale (finite
Bahnkurve) ein Aphel r=ry. bei 0 =cn=* . Es
folgt aus (7.1)

(7.3)

A== (X/1)e).,. (7.4)

Der Lenzsche Vektor zeigt also in die zum Aphel
entgegengesetzte Richtung, welche auf der Symme-
trieachse der Spirale liegt.

Die zu den Energiebereichen (2) und (3) gehoren-
den infiniten Bahnkurven bestehen (bei vorgegebe-
nen Werten fiir L und #) jeweils aus einem Paar ge-
trennter Spiralen: einer einlaufenden Spirale (vom
Unendlichen ins Zentrum) und einer auslaufenden
Spirale (vom Zentrum ins Unendliche). Die vorge-
gebenen Anfangswerte x?, x’* legen fest, welche der
beiden Spiralen als Bahnkurve in Frage kommt. Die
einzelne Spirale besitzt keine Symmetrieachse. Man
kann aber, wie in Abschn. I1.8 gezeigt wird, das Spi-
ralenpaar auch als eine einzige offene Doppelspirale

interpretieren, und dies ist die sinnvolle Interpreta-
tion der Bahnkurve.

Um fir diese Doppelspirale, die eine Symmetrie-
achse, aber weder ein Perihel noch ein Aphel be-
sitzt, den zugehorigen Vektor 4 gemif3 (7.1) berech-
nen zu konnen, liegt es nahe, als speziellen Bahn-
punkt einmal den unendlich fernen Bahnpunkt
(x)f - (fur den einlaufenden Spiralast) und zum
anderen den unendlich fernen Bahnpunkt (x)}_ .
(fiir den auslaufenden Spiralast) zu nehmen. Fir
den einlaufenden Spiralast gilt zwischen » und 6 die
Zuordnung r — o0, 6 — 6* und fiir den auslaufen-
den Spiralast die Zuordnung r — oo, 6 — — *. Der
Grenzwinkel 0* folgt aus (T.1.6) und (T.1.7). Er ist
in Tab. IL.4 explizit als Funktion der Parameter
2, L, # angegeben. Diese Funktion wird hier aber
nicht bendtigt.

Damit ergeben sich fiir den Vektor 4 gemaf3 (7.1)
zunidchst zwei Darstellungen:

(7.5)
(7.6)
mit den Einheitsvektoren n®= (x/r)f_ . und n*=
(x/r)i. . Das negative Vorzeichen vor der Klam-
mer in (7.5), (7.6) rithrt von dem o - n-Term her, der

in (TL6), (TL7) fir o <O auftritt. Die halbe
Summe liefert

A=—1{cos 0* - n® —sinO* - I x n®},

A =—1{cos 0* - n®* +sin 0* - I x n?|

h=—11{cos 0* - (n® + n*) —sin 6% - Ix (n° — n*)}.
(1.7)

Das rechtsstehende Vektorprodukt 146t sich umfor-
men

Ix(n*—n®)=—-tg 6*  (n°+ n?) (7.8)

und man erhalt 4 = — (n®+ n*)/2 cos 8*. Der Nenner
ist der Betrag von n®+ n®, so dafl man endgiiltig den

Ausdruck
.-
S _+_ -
Flr—x rlr—o

A=-— = < (7.9)
x x

— + —

rr—x rr-«

bekommt. Dies ist der Lenzsche Vektor fir die in-
finite Doppelspirale der relativistischen Fille B
und C.

Wir miissen noch zeigen, da3 dieser Vektor 4 mit
der (orientierten) Symmetrieachse der Doppelspi-
rale zusammenfallt. Die Doppelspirale im Energie-
bereich (3), Tab. I1.4, besitzt zwei Asymptoten. De-
ren Richtungsvektoren sind n° und n® Demnach ist
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der Vektor n® + n* die gerichtete Winkelhalbierende
dieser Asymptoten. Die Winkelhalbierende ist aber
gerade die Symmetrieachse der Doppelspirale. Der
Vektor 4 zeigt also gemaB (7.9) in eine Richtung der
Symmetrieachse, die der Richtung, fiir die r — oo
gilt, entgegengesetzt ist.

Fiir die Doppelspirale im Energiebereich (2), die
keine Asymptoten besitzt, wird der Grenzwinkel
0*=0 und es folgt (x/r)f_ .= (x/r)2. .. Damit
vereinfacht sich die Gl. (7.9):

(x)e (x)a
Ffr-o Flr— o

Der Vektor 4 liegt also — als Spezialfall von (7.9) —
ebenfalls auf der Symmetrieachse der Doppelspi-
rale.

Damit sind alle Fille erschopft. Zusammenfas-
send kann man sagen: Die Bedeutung des Lenzschen
Vektors A — sowohl des nichtrelativistischen als
auch des relativistischen Vektors — liegt darin, daf3
er, fir A # 0, die Richtung der orientierten Symme-
trieachse der Bahnkurven x (7) angibt.

(7.10)

8. Der Lenzsche Winkel

Wir schreiben den Lenzschen Einheitsvektor, Gl.
(7.1), in der Form

A=cos-n—sinf-Ixn

(8.1)
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mit den Einheitsvektoren A=A/A, I=L/L und
n=x/r. Fir das Folgende setzen wir 4+ 0, L 0
voraus. Das heifit, wir schlieBen die im Abschn. 3
behandelten trivialen Fille (1), (2), (3) (Kreisbahn
und Zentralbahn) aus.

Der Winkel 6 (x, x’) ist die einzige individuelle
GroBe, die der Lenzsche Vektor 4 (x, x”) enthalt. So-
mit ist es gerechtfertigt, ¢ als ,,Lenzschen Winkel*
zu bezeichnen. Die Gl. (8.1) bedeutet eine Drehung
des Vektors n mit dem Winkel — 6 um die Achse/
oder, anders ausgedriickt, eine Drehung mit dem
Winkel 6 im negativen Drehsinn um die Achse L
Der Winkel 6 selber kann positiv, negativ oder Null
sein. Bei der Drehung geht der Vektor n in den Vek-
tor 4 Uber. Die Abb. 2, in der eine Bahnkurve x (7)
mit dem Perihel P gezeichnet ist, veranschaulicht
das.

Damit haben wir bereits eine koordinatenunab-
hingige Deutung des Lenzschen Winkels 6 als
Drehwinkel gefunden. Eine andere, koordinatenab-
hingige Interpretation des Winkels # wird im Ab-
schnitt 1.2 gegeben. Dort ist ¢ der normierte
Polarwinkel des Bahnvektors x™ in einem speziellen
Koordinatensystem K~. Wir kommen auf die unter-
schiedlichen Interpretationen des Winkels ¢ noch
zurtick.

Wir diskutieren jetzt das Anfangswertproblem
der Dgl. (1.1) bzw. (1.8) — fiir den nichtrelativisti-
schen bzw. fiir den relativistischen Fall — und inter-

Bahnebene /

Abb. 2. Der Lenzsche Winkel 6(z) dreht den
Bahnvektor n(7) (Einheitsvektor) in die Rich-
tung 4 (Symmetrieachse der Bahnkurve).
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essieren uns insbesondere fiir die Rolle, die der Lenz-
sche Vektor 4 und der Lenzsche Winkel # dabei
spielen.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung
enthilt 6 freie Integrationskonstanten. Diese seien
durch die 6 Anfangsbedingungen x?, x’? zur Zeit ¢*
festgelegt. Es stehen 5 unabhingige Erhaltungsgro-
Ben zur Verfiigung, die durch die Anfangsbedingun-
gen fixiert werden: die Energie E bzw. £, der Betrag
des Drehimpulses L und die beiden, aufeinander
senkrechtstehenden Einheitsvektoren 4 und / (3 un-
abhdngige GroBen). Die sechste freie Konstante
kann z B. dazu benutzt werden, um den Nullpunkt
auf der Skala des Parameters ¢t festzulegen, etwa
t =0 im Perihel.

Die beiden Konstanten E bzw. # und L legen den
Bahntyp fest. Sie werden in den Tab. IL.3 und I1.4
zur Klassifizierung der Losungen verwendet. Die
drei durch 4, I gegebenen Konstanten legen die Lage
und Orientierung der Bahn x (r) fest, nimlich ein-
mal die Bahnebene (senkrecht auf /) einschlieflich
Umlaufsinn der Bahn, zum anderen die Symmetrie-
achse der Bahn (parallel zu 4) einschlieBlich Orien-
tierung der Achse.

Wenn es sich bei dem Bahntyp um die Rosette
handelt, sei der Vektor 4, wie in Abschnitt 7 erldu-
tert, die zum Bahnpunkt x* benachbarte Symmetrie-
achse.

Aus den Vektoren 4, I 1Bt sich ein Dreibein eV,
e? e konstruieren (Abb. 2), das zeitlich konstant
1st:

eM=), eP=Ixi, e¥=1 (8.2)
Die Losung x (1) des Anfangswertproblems laf3t sich
besonders einfach formulieren, wenn man den Vek-
tor x nach den Dreibeinvektoren entwickelt. Zu dem
Zweck 16sen wir (8.1) nach n auf:

n=cosf-A+sinf-IxAa. (8.3)
Diese Gleichung sagt aus, daB der Vektor 4 mit
dem Winkel # um die Achse / gedreht wird. Dabei
geht der Vektor 4 in den Vektor n iiber. Die ge-
winschte Entwicklung von x (7) erhdlt man, wenn
man (8.3) mit » multipliziert:

x(1)=r(t) -{cosO(t)-A+sinf (1) Ixi}. (8.4)

Man kann ein neues Koordinatensystem K~ einfiih-
ren, indem man das Dreibein (8.2) als Koordinaten-
dreibein nimmt. Das bedeutet den Ubergang von

dem bisher benutzten Koordinatensystem K, in dem
der Bahnvektor die Form x= (x,, x5, x3) hat, zu
dem neuen Koordinatensystem K~ mit dem Bahn-
vektor xN = (xN, x)¥, 0). Der Ubergang K — KN be-
deutet eine gewohnliche Koordinatentransformation
(Drehung des Koordinatensystems). Demnach er-
hdlt man aus der Vektorgleichung (8.4) im Sy-
stem K die entsprechende Vektorgleichung im Sy-
stem KY, indem man an den Vektoren in (8.4) den
Index N anbringt:

xN()=r(1) - {cos O (1) - AN +sin 6 (1) - IN x AN}. (8.5)

Im System KN haben die Basisvektoren (8.2) die
Koordinaten

eN=;N=(1,0,0),

e@N=NxiN=(0,1,0), (8.6)
eIN=N=(0,0,1)

und aus (8.5) folgt
xN (@) =r(t) (cos b (1), sin b (2), 0). (8.7)

Im System KN sind also r, # die Polarkoordinaten
des Vektors xY in der Bahnebene. Der Lenzsche
Drehwinkel 6 erscheint jetzt als Polarwinkel.

Damit ist geklart, welche Rolle der Lenzsche
Vektor 4 beim Anfangswertproblem spielt. Die Si-
tuation 1468t sich folgendermafBen charakterisieren.
Zu einem vorgegebenen Satz von 6 Anfangswerten
x?, x’* gehort das zugehorige Dreibein (8.2). Die
Bahnebene ist durch eV, e® bestimmt, die Symme-
trieachse der Bahnkurve durch eV). Geht man zu
einem anderen Satz von Anfangswerten iiber, so er-
hialt man im allgemeinen ein anderes, gedrehtes
Dreibein. Die Bahn lduft in einer anderen Ebene,
und ihre Symmetrieachse hat eine andere Richtung.
Wir wechseln jetzt die Betrachtungsweise.

Um das Losungssystem der Dgl. (1.1) bzw. (1.8)
aufzustellen, kann man — anders als beim Anfangs-
wertproblem — in folgender Weise vorgehen. Wir
suchen die Gesamtheit der Losungen x (7) bei vor-
gegebenen Vektoren / und 4. Als Koordinatensystem
benutzen wir das durch das Koordinatendreibein
(8.6) definierte System K™. In diesem System ist der
Bahnvektor xN durch (8.7) gegeben. Sdmtliche
Bahnkurven xN(r, 0) liegen jetzt in der durch die
Vektoren 4N und /N x AN aufgespannten Ebene. Das
Wesentliche ist, die Bahnkurven liegen alle in einer
normierten Lage: ihre (orientierten) Symmetrie-
achsen, die durch den Lenzschen Einheitsvektor
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iN=(1,0,0) gegeben sind, fallen alle mit der
Achse 1 des Koordinatensystems K~ zusammen.

Bei dieser Betrachtungsweise ist es gerechtfertigt,
das Koordinatensystem K™ als normiertes Koordi-
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